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Abstract

We study the welfare effects of disability insurance (DI) and derive social-optimality conditions for
the two main DI policy parameters: (i) DI eligibility rules and (ii) DI benefits. Causal evidence from
two DI reforms in Austria generate fiscal multipliers (total over mechanical cost reductions) of
2.0-2.5 for stricter DI eligibility rules and of 1.3-1.4 for lower DI benefits. Stricter DI eligibility rules
generate lower income losses (earnings + transfers), particularly at the lower end of the income
distribution. Hence, to roll back the Austrian DI program, policy makers should implement tighter
DI eligibility rules rather than lower DI benefits. An application of our framework to the DI system of
the U.S. suggests that DI eligibility rules are too strict and DI benefits are too low.
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�������� �	
������ ����� �� ��� ���������� ������ ��� �	
��� �� �� �����
� �� ����� ����� 
������
����� �� ��	
����� ����
��
�� ������� �� �

������� ������ ����� ���  ������ �� ��!� "#��$� �� �%
������ ��������� �� ����������� ����� �&��� �� ��� ��
'����(� "##�$� �� �� �%
������� ��� ����	 ������	��� �� �� �

������� �� �%�	����� �� �	����������� ��( ����� �)������
�� ��!� "#�*� +����� �� ,���� "#�-$!  � � ��� ������� ���������� �� ���� ����������� ��� ������� �� ����� ����� 
������
����� ���
��.���� �� ��� 
�����	 ���� ����	����!  � ���� � ��� ���� ���.�( ���	 �� �&�	
������ �� /����� "#�"� �������� �� ��!�
"#�-� )����� "#�0$ �� �������� �� �� ����
����� �'����� �� )������ "#�-� 1����� �� ��!� "#�2� /�� �� ,������� "#�� �� '���3�
�� )����� "#"#$� ��� ����� ���
����� ����� ��� 4���� 	����
���� �� (���!

������� �� ������ �"##5$ ������ 
�������� �� �����	� �� ���������� ��� ���� �%
������ �� ��� �� 
�����	 �� ��� 6!,! 7���

���� ��� ���� ����� ��� ����� (��� �� ����� ��� ��8� �� �� 
�����	�9 ��$ ���������� ��� ��������� 
������ ������������ �����$� ���$
������� ��� ���������� �� ���: ����4�� ���(�� �� ����4��$ �� ����$ ����������� ������ �%��! ;�� ���	�(��: ���� ����� �� ���
(������ �<���� �� �
����� ��$ �� ���$!

��� =��� �� ��! �"#��$ �� 1��� �� ��! �"#��$ 4� ���� ������� ��
��� �� ��� �

�������� 
������� 	��� ������� ��������� ��
�

�������� ���� ������ �� �

��������� �� �	
����� ��������� �� 	��� �������� �

�������! �� ��������� ����
��� �� >� �"#��$
���( ���� ������ �

�������� ����� ���� ������ ��������� �<���� �� ������� ��������� (�� (��� ���� ?����4� ��� �� �� ��
������ �

��!

���� ���������� ��� @���������� �� ��������� ����������� �����A (� 	��� ��� 
����� 	�:��� �� 	��� �B���� ���� � �� �

��������
C (��� � ����� ����� �� ��������� C ���� ����
��! 7��� �� (��� >�( �� D��������� �"#�0$ �� ���	�� �� ,�������:� ����0$
����� ���
��������� @���������� �� ���������A �� @��������� ������A! 7�� ���	� ��������� ������ ��������� ������� �� ���������
��������� ��� ��� ���������������! 7�� ���	�� �4������ �� ���������� �� ������� �� ����� �� ������� "!�!
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������� ��� ���	
��� �� � �
���� ��������

��� � �����	 
��� �� ������� ��

������ �������� �� ����� 	����� ��� ��� �������� �� ��� ���� ������� ��� ������ ����� � ���� w� ��
� �

	����� ��� τ ������ ������� ��� �� ������� ��� �� �
� ���	��
 u(w − τ)� !���� ��� �� ������� ��� ��


����� ������� �� ��� ���� ��������� �� ��� ������ ������� ��� ����� ��"��� � ����#�	��
 ����� θ� ���		�� �� �

����� ���� ��� � ���������� ������#����� F (θ)� �� θ �� ��		 �$ ��� ����#�	��
 ��� ���
 �������� ��� �����

��������� ������� ��� �� �
� ������������� ���	��
 u(w)−θ� �� θ �� ��%�����	
 	���� �$ ��� ����#�	��
 �������� ���

����� ���	��� ��� �� #������� & �� ���	������� ������ ������	��
 ψ� ��������� ��� ��������� �����	 ������� ���

#����������� ����	�� ���� ���������� ���� ��� �� ��������� �������� !�� ���� ���	������� ���� ψ �� �������� ��

��� ������� ������� �� �� ������� ���� �� ���	������� ������� ������ �� ��� �	���#�	��
 ��	�� �� ��� �� �
���� ��

'��� ���#�#�	��
 p(θ) ��� ���	������� �� ��������� ����� p′(θ) > 0.�� '��� ��� ���	������� �� ��������� ���

����� ��������� ��� ����� �	��� �� #������ b ��� ���� ������������� ���	��
 v(b)−ψ� '��� ��� ���	�������

�� �� ������ ��� ���	����� ������ ������ ���� ��� ���� ������������� ���	��
 u(w)−θ−ψ( �� �	��� �����	 ��	����

z < b ��� ���� ������������� ���	��
 v(z)− ψ� �)� ������	��
 �� ����������
 ��� ���������� ���� �	����� �����	

��	������ &������� *����� &�+ �		�������� ��� ��,����� �� ������ ��� �����-� ������� �� ��� ������ �������

�� 	��
������� �� ���� ����
�� .�� �� ��� 	��� �� ��� �� ���	������� ������ ��� ��� 	�#�� ����	


��������� &� ���������	 ������� ������� ���� �	����� �����	 ��	���� #������ �� ��� ����#�	��
 �� θ < θR ≡
u(w) − v(z) > 0� ���� �� ��� ���	��
 �� �	����� �����	 ��	���� ��		� ����� �� ��� ���	��
 �� �������� /����� θR

������� ��� 0������	 �����	 ��	���� �	�����1� �������� �� ����� ����� ����#�	��
 �� ��� ������	
 �������

θ < θR� �!��� ��	��� ��� ���� #��� �� ���� �� ���� ��� �� ���	������� ���� �� ������� /�� ���	�������

������ ������� ��� ���	��
 ���� ���
��� ��	�
��� u(w) − θ� �� ��� �������� ���	��
 ���� ���	
��� ��� ���

p (θ) v(b) + [1− p (θ)] (u(w)− θ)−ψ� !�� 0������	 ���	������1 ��� ����� ��� �� ����"����� #������ �	��� � ��

���	������� ��� �������� ��	�
��� ��� ����#�	��


θA = u(w)− v(b) +
ψ

p(θA)
. �+�

�� ��		��� ���� ������ ���� ����#�	��
 θ ≥ θA ���	
 ��� ��� ���	� ������ ���� ����#�	��
 θ < θA ����� ��	�
���

*����� +� 2���	 ��� ����������3�� ��� ������ �� ������- �� ���	������� �������� �� ����� ��� ���#�#�	��
 ��

����� ����� �	

	�� ����� ������ ��	 ���	������� ���
�� ������ �	���
� 	� 	�����
 �����
	���� ��������� � !�" ��� ��
�#��
��	$����	� ������	�% $ ��& ������� '�� �	 (! ���
�����	� ��	���� �� ��� )��� ����	�* ���
� �	 ��& ������� '�� (! ���
�����	�
��	���� �� ��� ���	�� ����	� $ ����
�)�� ��� �	���
� ����	�� ����+��+ ��� ��'������ 	� ��� ��+�����"

��,��� �� ��-���� ��	� (���	�� ��� .�������%� ����/� ��	 �	 �	� �	������ ���
�����	� �	���" 0����� ��������
 ������� ����	��
��� ���� ���� ���
�����	� �	��� ��� ���	����� ���-��� 	� (! ���
�����	��* �"+" (�������� ��� 1� ������ ��� 2	���� �� �
" ������"

����
	�* �� ��

 ���
#� � �������	� ����� ��� +	-������� ��� �	���	
 	-�� ��� p(θ)$������	�" � ��	����+ �������� �
�+�'�
��
��
��* ��� p(θ)$������	� ������ �	��* �	 ���� p ��%�� � 
	��� -�
�� �	� �� +�-�� θ ���� -��� -�����"
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�� ����� p(θ) ����	
� θ �	� �	�����
 �� ��
������� ���������
 θA �	� θR� ��	�
 ���� � ��
������� θ ≥ θA

����� ��� ��� �� ������ ���
 ���� ��
������� θ ∈ [
θA, θR

)
����	 �� ����� ���� ���
 ���� θ ≥ θR �� �	 
�����

������

� �����	 !"#� �	� ��
 ��������� ���
	�����	 �	 $���� "� �����
 ��	 θA < θR� ��� � %����	�� �������	�

����	
 �� ���� �	 ��
 �� �� ����������	 �
 ������ & ��
��

 �	 ���	��' ��" �� ���%�� ��	�����	
 �	��

����� θA < θR ����
� (�� ���� ���
 �
 	�� � �������� �

�%����	 �	� � �� 	�� �%��
 �� �	 �� �	��� %����

)������ �� �
 ����� %���
�*�	� ���� ���
 �
 � 	������ �

�%����	 �	 �� ��
	� ��	�'�� &��� θA < θR ��

%��� ������
 ���� �� ������ ����%��
 ���� ����� 
����� ���
��	
� ��
������	��� ����� 
����� ���
 �� ��

������%
 �� 
������� �� � ���� ���� �� %������� ���	����

�� ������ �	
����	�
� & 	�� �



 �� ����� ���
 �� ��� ������ �	
���%	�
 ���� ���������* �	�

�� 
�
�%+ �� ��� �� �� �	,�
 �	� �� 
�����	

 �� �� ���������� ���
� &��� �� ��� �� �� �	,�
 b

�
 
�������������� �	� ��

 	� %���� ��	������ �����%
� �� ��� �� �� ���������� ���
 θ∗ 	�
 ������

��
��

��	� -� �	��	� �����% �� �� �� �



%	� ����

 �
 ���� �� ��� ��
������� θ �
 �� ��	�.
 ������

�	���%����	� $�� ���
 ��
�	� � �� �������	� ��
 �� �	���� � ��
������� �



%	� ����

� ����� �����
 �	


��%�� �� �� ��
������� �� �� ����	%	�� $��%����� �� ����	%	� ��
��
 s = θ+ e(θ)� ��� s �
 � 	��
�


��	��� θ �
 �� �������	�.
 ��� ��
������� �	� e(θ) �
 �� 	��
��� -� 
�����	

 �� �� ���������� ���
 / ��

������ ����%�� �	�� ����� ��	���� �� �� ����	%	� / ��	 � ������� �� � �������� ���� �� s� ���� �� θ∗�


��� ���� � �� ����������	 ���� s ≥ θ∗ �
 ������� ���� �	 ����������	 ���� s < θ∗ �
 ������ -� ������	�

����������� ��	 ��	 � �����	 �
 p(θ; θ∗)��� �	 ���� ������
� � ��	
��� �� ��
 ��� �� ����	%	� ��	

���	� θ∗ ��� ���
 �� 
��	�� �
 ���	� -��
 �
 �� ��	�'� �� ��� %������� �	���
�
 ����� ����� '�����


 ��
��'���%	��� ��������	 �	 �� 0���'� 
��	�	� ��1 !23�# �� ����� �� ���������� ���
 ���% %��

�	�	�� �	 ��� 	������	� �� 
�����	

 �� �� ����������  ���
 θ∗ = θH ���� �� 23� �	� ����
 �� θL < θH ����

�� 23�� �	 �	���
 �	 �� 23� ���% �� R �� 
�% ����� �� R +Δ� �%���
 ����� ����	� �� �� ��	���

[R,R+Δ]� �� ����� ������ �
 
����� �� �� 
����� �� ���������� 
��	���� θH � ���� �� ��	���� ������ �



����� �� �� �	�	� 
��	���� θL� �� ������
 �� ������
 
�%���� !�	 ������������� ������ ����	�
� ���#�

� ����
��� �

�%����	 ��� 0�����	�1 ������
� ��%����	� ����� �� ��	���� ������
 ��	��,
 �� ���
�� ���

��� ������ �	 
�
��� 
����� ������ ������� �� ��� ���� ������� �	 �������� �� �

�������� ����� ������� ��� 
��	�����
���������� ���� ��� 
���������� �	 ��� ����� ���� θA < θR� ����� � !"!#$ �� %������ �� ��� �&'  #$ (������ �� ��� �&' )#$ *�����
��� +��� �&' ,# ��� �������� �� �

������� �� � ������� ����
 	�� ����
��� �

������� �� ����� ��� ��
��� �	 �� �� ����� ��

���
*�� ��������-�� %������ �� ��� �&'  # ��
��� ����- �� .!�./ �	 �������� �� �

������� ���� )'0,, �� ��� 1�+� ��
��� 
������ ������
�������� ��� ����� �	��� ��� �� �

�������� ��� 23�,/ ��
��� �������� ������ ���� ����� ������ �	 	���0���� ��
������� �� ���
������� ���� �� &'''� ��� ������
������ ������� ��� 2&�./ ��� ,&�3/ 	�� �������� �� �

������� ���� ,20.,� �� ��� 4��������
����� �� 5����� ��� (������ �&' ,#- ����� )' 
������ �	 �������� �� �

������� ����  "0,! ��� 
������
����� �� ��� ����� �������

����� ������� �	 ��� ����� �� ������ �� ��� ���� ��� ������� �	 ��� ���������� �� ��� ����� ��� 
����
� ���� ��� ���� ������������
��� ���� ���� �� ������ ���� ������������ ������

���� ��� 	�������� �� ������ ���� ��� �� ���������� 
������ �� ��	�������- ���� �� ������ ∂p(θ; θ∗)/∂θ ≥ 0� ���� ��
���� ����
�� �� �

������ 
��� ���� � ���� ����� ���������� � ������� 	������� �	 �� ����������� 	��� ����� �	 �� ��������� ����6 θ∗ ��� ����
������ ���� �� ������ ��� ����� 
���������� �� ���������� �� ��� ������� �	 ��� �����������
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�� �� ������	� �� θ∗ �� 
�� ��
���	 �� ��
���	
���

������� ���	
� �� � �������� �� ������ 
�� ��
���
��� �		���� 	����
��	 �����
��� ��� �� �����	��
��

�� � �
���
����� 	����� ������� ����
���� �		���� � ������
��� �� �		 ���
� ��� ��	
���
��� ��� ��	����
����


�� 	����� ������� ����
��� �	 ����� ��

W (θ∗, b) = u(w − τ) +
´ θA
0

(u(w)− θ)dF (θ) +
´ θR
θA

(1− p(θ; θ∗))(u(w)− θ)dF (θ)+

+
´∞
θA
p(θ; θ∗)v(b)dF (θ) +

´∞
θR

(1− p(θ; θ∗))v(z)dF (θ)− ´∞
θA
ψdF (θ).

���

��� ����
 ���� 	��� 
��	 	� �� 
�� ������� �����	 �� 
�� ������	 ����
	! "�	
 ������ ���#��	� ��� �� ��� ���

���#��� ��� ������ 
�$�	 �"�	
 
�� �� 
�� ����
 ���� 	����% 
�� ���#��� ����
�� �	����� 
���� 
�� �����
�� &'

��������
	 ��	���� ���# �
���� 
���% 
�� &' ��������
	 �����
� 
���% ��� 
�� 	����� ������� ��������
	 �"�
�


���� ��� ��	
 
�� 
�#�	 ������
 �� 
�� �������
� ������� ��		�	 �		����
�� ��
� &' �������
��� ��	
	� ����

��	������ 
�� ��
��� &' ������� 
�� ��������
 ����	 
� 
�#� ��
� ������
 ����
	� ���������� ��	���	�	


� ������	 �� &' ������ �����
��	� (��
������� 
�� 	����� ������� �	 ���	
������ �� � �������� �����


��)������
! &' ��� 	����� ������� ����"
 �����
	 ���� 
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τ = b

∞̂

θA

p(θ; θ∗)dF (θ) + z

∞̂

θR

(1− p(θ; θ∗))dF (θ). �*�
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∂W

∂θ∗
= u′(w − τ) [B(θ∗) +M(θ∗)]︸ ︷︷ ︸

����� ���� �	
�����

−
[
[v(b)− (u(w)− θ̃)]MW + [v(b)− v(z)]MZ

]
︸ ︷︷ ︸

������	 ����	�

. ���
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���� ��� ���������� ��	 ��� ������� 	�	��� �� ������	� �� 	���������� ���	� θ∗ � ������ �	����	� � ��	 �	

��
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����# �������	 ����	���

$�	 ����� ���� �	
����� ������ �� ��� ��"��	��% ��	 �	�������� ����� 	�	�� B(θ∗) �
 ��	 "	����&

��� ����� 	�	�� M(θ∗)� $�	 �	�������� ����� 	�	�� "	����	� ��	 �	
����� � �� 	 �	
����	� 
�	 �� �	�	�

�� ������������ $�	 "	������� ����� 	�	�� M(θ∗) ��"	� ���" �	�	� �� ����������� �	���� ���	��	
� $�

�		 ��	 �	�������� �
 "	������� 	�	��� "��	 ��	����� ��	 ���� ��	 �� �'�� ����������� �� ��	 ���
��� ��

��� �������% ��	 ����������� �� ���� � ���������� ��"	� ��	 ����������� ���� ��	 ���������� �	�� ���	��	
�

Pr(��) = Pr((����) ∗ Pr((��	��|(������ � ��	 ����	 ������� ��	 ���������� ����������� �� Pr((����) =

1 − F (θA)� ����	 ��	 ���	����	 ����������� �� Pr((��	��|(����� =
[´∞
θA
p(θ; θ∗)dF (θ)

]
/
[
1− F (θA)

]
� $�	


	�������	 �� ��	 ���������� ����������� ���� �	��	�� �� θ∗ ��	�
� ��	 ��	���	 ��	�!� ����	 � ���������� �	&

������� (∂θA/∂θ∗)p(θA; θ∗)f(θA)� ����� �� ��	 �	
 ��	� � )�	� ��� �� *����	 +� ,��������� ���� ��	 �� �		��

b ��	�
� ��	 �	�������� ����� 	�	�� B(θ∗) = (∂θA/∂θ∗)p(θA; θ∗)f(θA) · b� $�	 
	�������	 �� ��	 ���	����	 ����&
������� ���� �	��	�� �� θ∗ 	-���� − ´∞

θA
(∂p(θ; θ∗)/∂θ∗)dF (θ)� ����� �� ��	 ��" �� ��	 ���� �
 ��	 ���	 ��	� �

)�	� ��� �� *����	 +� $�	 ���� ��	� ������	� ��	 �	.	��	
 ���#�� ��������� MW ≡ − ´ θR
θA

(∂p(θ; θ∗)/∂θ∗)dF (θ)/

��	 ���	 ��	� ��	 ��	 �	.	��	
 ��������� � ������ �	����	 MZ ≡ − ´∞
θR

(∂p(θ; θ∗)/∂θ∗)dF (θ)� 0��� �	.	��	
 ��&

������ �	��"�� ���# ���	� ��	 �"��� b �� ��	 �� ���	� ��	���� ����� � ��	 �	��
 �	���
� ���#	�� 
� ��

��� �� 	��� ����	 	��� �	.	��	
 �������� ����������� �� ��� ������ �	����	 ���	� b− z > 0 �� ��	 �� ���	�� $�	

"	������� ����� 	�	�� �� ��	�	���	 M(θ∗) ≡MW · b+MZ · (b− z)� 1��	 ����� ������ ��	 ��	
 �� �	
��	 �� 	��

��	 ����� ����� ���� B(θ∗) +M(θ∗)� �� ����	
 �� ��	 "������ ������� �� ����"���� �� ��	 �� ���	� u′(w− τ)

� 	-����� ����

(
����� ������	� �� 	���������� ���	� θ∗ 
�	� �� ��� ���	 "�	� �� �� ���	��� �� ���� �	
��	� ��	 ������	

����	 �� ��	 �� ����	"� $�	 ���	� �� ���	����	 ����������� ����	���
� �� � ����	� ����������� ���� � ��

�������� 	�	������ ��� �� �	��"	 ���#� MW � �� ��� �� ����" ������ �	����	� MZ � $�	 ��	���	 ������� ���� ��

��	 ���"	� �� v(b) − (u(w) − θ̃) > 0� ��	�	 θ̃ �� ��	 ��	���	 
��������� �	�	� �� �	.	��	
 ��������� ��� �� ���#

�� ���#��� $�	 ������� ���� �� ��	 ����	� �� v(b) − v(z) > 0� 2��	 ��	 �	
����� � ��	 ������	 ����	 
	�	
�

����������� θ̃ 	
 �� ����� �	
��	�	�� ��� �� ����
 �	�� � �	
��	�	�� 
���� 	� �� ����
[
θA, θR

)
� 
� ���� θ̃ ≡´ θR

θA (∂p(θ; θ∗)/∂θ∗)θdF (θ)/
´ θR
θA (∂p(θ; θ∗)/∂θ∗)dF (θ)�
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θ

p(θ). p(θ) θ

θA θ ≥ θA θR

θ ≥ θR

θ∗

θ∗

∂W

∂θ∗
� 0 ⇐⇒ 1 +

B(θ∗)
M(θ∗)

� LW + LZ
u′(w − τ)M(θ∗)

,

LW ≡ [v(b) − (u(w) − θ̃)]MW > 0 LZ ≡ [v(b)− v(z)]MZ > 0

LW LZ

1 + B(θ∗)/M(θ∗)

θ∗
θ∗
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�����	�� � ��� �������� u′(w− τ)M(θ∗) �	���� ��� 	�������� ���� �	� �������� ������ ��� ������	����� �����

�������

�������� �� 	
�����
�� ��
��� �������� �������� �� θ∗� ��� ������ 	���	���	��� � ���	���� �� ��	
	�	�	��

������ �� ������	��� 	� ����	�	�� � � ���� ���� �� � ���
	��� 	������� 	� θ∗� �� ��� ���	�	��� 	����������	���

�������� �� ����� �� !"# 	������� ��� �
� R �� ���� �	
��� �
� R+Δ� ��	�� 	���	�� � �	������ 	������� 	�

��� �� ��	
	�	�	�� �������� ��� �� 	�	�	���� ���	��� �������� θL �� � ���	�� �������� θH ���	�
 ��� �
� �	����

[R,R+Δ]� �� #�����	� #�$ �� ���� ����� �� � �	������ 	������� 	� θ∗� ����	�	�� � � ����� �� �� ����	���� ��

ΔW � 0 ⇐⇒ 1 +
BΔ(θ

∗)
MΔ(θ∗)

� LWΔ + LZΔ

u′(w − τΔ)MΔ
+

LMA

u′(w − τΔ)MΔ
,

����� ��� ������	�� Δ �	
��	
��� ���� ��� ����������	�
 �%��� ��� ���� 
�������� �� � �	������ ����
� 	�

θ∗��� ��� ��	� ��&����� 	� ���� '���� ���� ������	��� ���� ����������	�� � ��� ���	�� ������ ����	�	��� ���

�� �������� �� ��� '���� ����	��	�� 1 + B/M � (������� ��� 	�������� ������ � ���
	��� ����	����� ������

�����	�	�
 ��� � �� ����	���	�� ����� ��� ��� ���	���� ������ ��� �� ���
�� �� 	
������ ����� ������ ������

��� �������� �� ��� ������ ���� �� ��� �	
���������	�� � ��� ��)����� ������ ����	�	���

����� �� �������� ��� ������ &�� �� ���	�� ��������� 	� ��� ����� � �� ����'�� b� �� 	� ����	
��������

�� ���� ���� #�����	� #�$� ���� ��� ����	�	�� �� � ���	���� ���	��� �� ����'� ����� 	�

∂W

∂(−b) � 0 ⇐⇒ 1 +
B(b)

M(b)
� v′(b)
u′(w − τ)

. �*�

"	�	��� �� ����	�	�� � � ������ ����	�	�� �*� ����� �� ���� � ������	�� 	� �� ����'�� b 	� �������	�����	�
 	 ���

'���� 
�	�� �� ��������� ������� ��� 	�������� ���� ��%���� �� �	������ ���&���� +� ��� ��� ����� � ����� b

������� ��� '����	�� ������ � ��� �� ������ ������� ���� �
���� ����� �� ��� �� ����	�	�� �*�� ��	� 	� ��������

�� ��� '���� ����	��	��� 1+B(b)/M(b)� +� ��� ����� ����� � ����� b ������� ��� ��������	�� ������	�
 ����'��

������� 	� ������� ��� ��������	�� ����	�	�	�	�� ���� �	� �� � �	���	�	�� ����&� ��	� 	� �������� �� ��� ���	� �

��� ���
	��� ��	�	�� � � �� ����'� ���	�	��� �����	�� �� ��� ���
	��� ��	�	�� � � ���������

��� �����	���� '���� �%��� 	� B(b) ≡ − (
∂θA/∂b

)
p(θA)f(θA) · b ��� ��� ������	��� '���� �%���� 	� M(b) ≡

´∞
θA
p(θ)dF (θ)� ��� ���	� � �����	���� ���� ������	��� '���� �%��� ����������� �� ��� �� 	�,�� �����	�	���

	��� ξ = (∂DI/∂b)(b/DI) = − (
∂θA/∂b

)
p(θA)f(θA)b/

´∞
θA
p(θ)dF (θ) = B(b)/M(b)� ��	� �	���� �� 	�������	�
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��τΔ �� ��� �����	���
 	������� � ����� ���� �������� �� ��� �����	���
 ��	���� � ��	������ �� �� ����������� 	����� �� �� �� ����
��� ����	��� �� �� ������ �����	�
 ������ ��������
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���� ���
��� ������ ����� �� ��

��
���� �� 1+ η = v′(b)/u′(w− τ)� �� �	� ��
�� ���� � ����� �� ���
��� ��� η 
� �	� �����

�� �� !�����������

�!���
�� �
�	 ������ �� �	� �� ������ �����" 
� �	� ����� ����� �� ���
��� ��� η = ξ� �	� �����

�� �� �	� ��
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� �	� ��� �� �� 
� �	� ���&��� ���������

'� ���� �� 	��� ���
��� ���
�
��� ��� ��
�� ���
���
�� ��� ��	 �
�&�� �� ���
� ���������� 	���
�& �	�

��	�� ���
� ��������� �(��� ) ���!��� *!���
�� 
� 	�� � �� ������ �	�!�� ���
����� ���
�� �	��� ��� ���
�

����������� +��� ���
����, 	�� �����&�� - ��� 
� �	
	 �
���
�� - �	�!�� �� ��
&
�
�
�� �!��� θ∗ �� 	��&�� ���

!�
� 	��&� �� �� ������� b. �� )�����
( )�� �� �
�!�� 	�� �	� ����!��� ��� ���
��� ������� ��� ��
&
�
�
��

�!��� ��� 
�������
�� ��� �	� ���
��� ���
� �
(�

��� ��� �����	
 ���


/	� ����� ����� 	
&	�
&	�� �	� ���
 �����$�0� �� �� ���
� ������� �!� �
���� ��� 
�&���
���� �	�� ���

�!
�� 
� ���
&�
�& ��� ����!��
�& �� �������, 	�����&���
�� ����� 
��
�
�!��� ��� 
������������ 	�
��� ��

�	� ����� �� ���
�� 1��� �&���� �
0�� ���� 
� θ ��� ��� ��
��� 	����� �
�	
� ��� ���
��� �� �	�� �������� ��

����� ��� �!��
��� ��!��� �� 	�����&���
�� ��!	 �� ��&�� ��� ��	�� ������� ��� �� �(���� �	� ����� �� �!��
���

���
���� /	
� ������ �(����
�� ������ !� �� ���!�� �	� 
������������ ���!�� �� �	� �� ����
��
�� 	�
�� �� �	�

����(� �� �!� ���
�
�� ������
� ����� - �	
	 �(���
�� �� 2') 
������ ���� R �� ���� 	
&	�� �&� R +� -


� 
� ���
�!�� �	�� �	� *!���
�� 34	�� �	�!�� � �����.5 ������ �!
��� /� ������� �	� �� ����
��
�� �
�
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������� �	
���� �� �
��� ������� )��!�� �	�� �	� �&���7� �
�� 	��
%�� ���
��� �� T ���
���� 
�$

��(�� �� t = 0, . . . , T − 1� ������ �� θi,t �	� �
���
�
�� �	�6� �� χi,t � ����� �� ��	�� �	�6� ��!	 ��

��&��8����!�
�
�� ��� ��	�� ������� 
�#!��
�& �	� �� ����
��
�� 	�
�� ��� �� Ai,t �	� ����� �� ����
��

������ ���
����� �� �	� ��&
��
�& �� ���
�� t� 9�� �	� ����� ����� Xi,t = (θi,t, Ai,t, χi,t) 
� ��������� �&��� i

��
��� �	��	�� �� ����� ��� ��� ��� 
� ��:����� �	��	�� �� ���!�� ���6 �� ��
� ��
�� �������� /	� ����
$

��
�� ��� ���6 ��
�
��� ��� ����� �� 6������&� �� Xi,t ��� �(�����
��� ���!� �!�!�� ����
%��
��� �� Xi,t+s�

s = t + 1, . . . , T − 1� '
�!������!��� �
�	 �	� �� ����
��
�� 	�
�� �	� �&��� ��
��� 	�� �!	 �� ���!��

��� ���� 
� ���
�� t��� /	� ��
�
��� 
� ���
�� t ������
�� Ai,t+1 ���� ��&��	�� �
�	 ����
%��
��� θi,t+1 ���

χi,t+1� ���� �	� ����� ����� Xt+1� �� �	� ���
� �� �	
	 �	� �&��� ��6�� 	�� t+ 1 	�
��� ��� �� ���

����� �������	 
�����	�� ���� �� 	�
	 �� �������	� ��� ���	��� 
���	 	�� ��	������ �
���� � �
�� ������ ��� ��������	� �
�	 ��� � 	�� �
�� �
���	� �� 	�� �	�� ��� �� ��� �� 
� 
������� �	
	�� � �� ����� ���� 	�����
	�� 	 
 �����
� �� �

�� 	��� ���	��
	��� 

����� ��	���!����� ��"����� � ��� 
�� ��!
�����
	�� ������ �� ���	 ���� 	�� �� � 	�� �	
	�� ����� �
�	���� �� #����� $ % 
&������ 	�� �����
� ���� 
�� 
���	� 	�� ��������	� 	�
	 θA ≥ θR� � 	�
	 �"�
	�� �$ %� �� ���
	�� ���� ����	 ���� ��

���	� ��	� �� �
�� ��
��'
	�� 
�� �� �� 
����	
��� ���
����	��� 

�1



��� �������	��
 ���	
��
� ��
 �	���� ������ �� ������ ��	�����	� P = (θ∗0 , . . . , θ
∗
T−1; b0, . . . , bT−1) �
� �����

�� �������� ��� ��������

max
P

W (P ) =

ˆ
i

Vi(P )di+ λ
(
G(P )− Ḡ

)
, ���

���	� W (P ) ��
���� ������ �����	� �
��	 ������ P  Vi(P ) �� ��� ���������� �
��	��� �������� ������� �� ���
�

i ���� 	����
�� ��������� �� ������ P �! λ �� ��� "��	�
�� ���������	 �
 ��� ���	
��
�#� ������ ��
��	��
�!

G(P ) �� ��� 
�� $���� 	��
��! �
� Ḡ �� �
 �����
��� 	��
�� ��
��	��
�% G(P ) �� ���
 ��

G(P ) =

ˆ
i

E

[
T−1∑
t=0

(1 + rt)
−t

(Wi,t · τi,t −Di,t · bi,t − Zi,t · zi,t)
]
di, �&�

���	� (Di,t,Wi,t, Zi,t) ��
��� ��� �	����������� ���� �
 ��	��� t ���
� i �� �
 ��! �� ��	� �	 �
 ������ �����	�%

�
 '���
��� '%( �� ���� ���� ���
� i#� �
��	��� ���������� �������� ������� ��
 �� �	����
 ��

Vi(P ) = maxE

[
T−1∑
t=0

βt
(
v(cDi,t) ·Di,t + v(cZi,t) · Zi,t +

(
u(cWi,t)− θi,t

) ·Wi,t − Λi,t · ψ
)]

�)�

+E

[
T−1∑
t=0

βtμDi,t
(
(1 + rt)Ai,t + bi,t − cDi,t −Ai,t+1

)
Di,t

]

+E

[
T−1∑
t=0

βtμWi,t
(
(1 + rt)Ai,t + wi,t − τi,t − cWi,t −Ai,t+1

)
Wi,t

]

+E

[
T−1∑
t=0

βtμZi,t
(
(1 + rt)Ai,t + zi,t − cZi,t −Ai,t+1

)
Zi,t

]
,

���	� ��� $	�� ��
� �����	���� ���
� i′s ��	��� ���������! ���� (cDi,t, c
W
i,t , c

Z
i,t) �� ��� ��
�������
 ����� �
 ���

�	���� ������! �
� Λi,t �� ��� �� ����������
 �
������	% ��� 	����
�
� ��
�� �	� ���
� i#� ������ ��
��	��
��

���������� ���� ���
� �
 �� �����
� ��
��! �� ��	� ����	� ��
��! �
� �
 ������ �����	� ����	�� ��
��% ��� ��		�*

���
��
� "��	�
���
 ���������	� �	� ��
���� �� (μDi,t, μ
W
i,t , μ

Z
i,t) %

�������� �� 	
�����
�� ��
��� +� 
�� �����	� ��� �����	� �,���� �� ��	��
���� ���
��
� ��� ��	���
��� ��

�� ����������� 	���� θ∗s , ����� ����
� ��� ����	 �����
�� �� ��� �� ������ ����	 P = (θ∗0 , . . . , θ
∗
T−1; b0, . . . , bT−1)

�
���
���% -����� ���� ���� ������� ����	���
� �� �.�����
� �� �
 /0' �
�	����! ��� ������ ���
�� �� �������

����� �� ����	������ �������� ��� �,��� �� ��	����	 �� ����������� 	����% '
 /0' ������ ������� ���� θ∗t ����� ����

����� �� �
��� ��� R− 1 �
� ����� �� ����	 ����� �	�� ��� R �
��	�% �� ��� 	������ ��	��
�
� ��� �� �
�	�����

�	�� ��� R = s �� R = s+1! ���� �� �.�����
� �� �
 �
�	���� �
 θ∗s ��� �
���
��� ����� �� θ∗t �=s%
�� �
 '���
���

�������� ��	�
�	 �
�� ��	 ������� �� �
� ���� ������� �
� ����	� ������ �� � ��	���� ���	���� θ∗s �
�� �� ��� ����� �������

������ � ����	��� �
���� �� θ∗t �� �
� ���� ������ �
�� θ∗t = θH ��	 ���� t = 0, . . . , R−1 ��� θ∗t = θL < θH ��	 ���� t = R, . . . , T−1�
�
�� �� ���	���� �� �
� ��� �	�� R = s �� R = s + 1 �� ���������� ���
 � ����	��� �
���� �� θ∗s ���� �� �θ∗s = θH − θL� ��

������� �
� ����	� ������ �� � ����	��� �
���� �� θ∗ �� �������� ��� ��	 �
� ������ ���� ��� �� �������� ��� ��	 �
� ����	�

12



��� �� ���� 	�
	 ∂W (P )/∂θ∗s � 0 �� ����
���	 	�

1 +
E [B(θ∗s)]
E [M(θ∗s)]

� E [LW ] + E [LZ ]

λ · E [M(θ∗s)]
, ����

����� 	�� ����
	�� E [Y ] ������
���� 
�����
	��� �� 	�� �
��
��� Yi,t 
����� �������
��� 	��� 
�� �	
	�� ��

�
	����� ��� ���	��
������� �� 	��  ��
� ��	������ �� �����
���� θ∗s ����� E [M(θ∗s)] ����	�� 	�� ����
���
�

 ��
� �!��	 
�� E [B(θ∗s)] �� 	�� ���
����
�  ��
� �!��	� ��� ����	��
�� ����� E [LW ] + E [LZ ] 
�� 	�� �"�
���

����
��� ������ 
������ ���� ����� 
���	� ����� 
���		�� 	� 	�� #$ �����
� �� ������ s� %���
��&��� �" 	��

'
��
��� ��	������ λ �( 	�� �
�� 	� �����	" �� ���
)��� 	�� ���������	 ����	 ����	�
��	�� "����� 	�� ����"�

��	��� �� 	���� 	���	" ������� $� �������) ���� �� �
*� �)�����	 ��� E [B(θ∗s)] , E [M(θ∗s)]� E [LW ] 
�� E [LZ ]


�� ��	��������

%�	��� 	�� �����
��	" �� 	�� ����
� ��	��
��	" �����	��� ���� 	� 	�� ����
� ��	��
��	" �����	��� �+� �� 	��

������ �	
	�� ��
�����* �� ���	��� ������ � *�" ��!������ ��	���� 	�� �	
	�� 
�� 	�� �����
� ����� �� 	�
	


� �����
�� �� θ∗s , �	���	�� #$ ���������	" ���� 
	 ���� 
�� s , ���� ��	 ���" 
!��	 	�� #$ ��-�� 
	 	�
	 
��

s� �	 
��� 
	 �	��� 
���� ��� ���
����
�  ��
� �!��	 �� 
� �����
�� �� θ∗s � E [B(θ∗s)]� �
� ���� �� 
�� ��������

���� ������ 
�� s� 
� ����
������*��� �������
�� ����	 ��
��� 	���� ���
���� 
���
�" 
	 "����� 
���� ���

����
���
�  ��
� �!��	� E [M(θ∗s)]� ������	� 
	 ����� 
��� ���
�� #$ �� 
� 
�������� �	
	�� $� �
�" 
�����
�	�


�� �������� �	 	��
"� ���� 
�����
�	� ���� ��
���" 	�������� �� 
 ����	� 	�� ����
���
� �!��	 E [M(θ∗s)]

����
�� �	 ���� 	�� 
�� ������ [s, T − 1]� $� .��	��� / �� ���� ��������� 	�� ��	��
	��  ��
� ���	 ����	����

��	� �	� ���
����
� 
�� ����
���
� ��������	�� 
�� ������� �����	 �������� �� 	�� ������	���� �� 	�� ����
���
�

 ��
� �!��	�

�������� ����	� 
������ ������� � θ∗� �� ���	����� 
����� 	�� �����" ��
��� 	�
	 
����� � 	� �	�"

	�� ���
�	 �� 
� �����
�� �� 	�� �	���	���� �� #$ ���������	" ���� �� 
� 0.� �����
��� ����� �� 
�����
	�� ��	� 


������	� ��
	��� 	�
� �
����
�� �����
�� �� θ∗� $� �������) ��� �� ���� 	��� ��
��� 	�� ���	��
������� �� ����
�

��	��
��	" �����	��� ���
����� 1������� 	�� ����	��
������� ����� 	� 	
*� ��	� 
����	 	�� ����
��� ������ ��

	�� �
����
� 
�����
�	�� $� �	��� ������ 	�� �)
�	 �
�� ����� 	�
	 �� �������� �� 	�� �	
	�� ��
�����* 
�����


������ 	� 	�� �����
� ������

����� �� ������� ��	���
	����"� 	�� #$ ������ �
" ��������	 ����� #$ ���� 	�� .�� ��	 � �������� 	��

����
�� �!��	� �� 
 ����	��� �� 	�� #$ ���� 	 bs ������ ��
���� #$ ���� 	� ���
���� 
	 
�� �	��� 
����� $�

������ ��	 ��
�	��� ��
���������� �� ��� ���� �����
���	 �� 	����� �� �����	���� ������� ������ ���	��������� ���������
��� ������ ���� �������� ����	��� 	���	 ��� �	���� ������ �� ������ �������

����	���� E [Y ] =
´
i

∑T−1
t=0 E(Yi,t)di ���� E(Yi,t) =

´
X(i,t) Y (i, t)dF (Xi,t)�

����� �
���� � ��	���� �!"� �� �!!� ��� �� ������� ��� ����	� ���� �� � 	���	�� ��  �	�� ��� �� ��������� ������
����	�������# ���� � ����������� �� ����� �	 ���� �
��� ���� ����� ��������� ��� ��������� �� 
	���������� ����$��#
��		����� �����	����# �
���� ���	 ��

��# ���� 
	��������# ����  � ���� 	��
���# ��� ������ �� �
���� � �� ������� �� ���
������ �� �
���� % ������� �� &����� �'""(��

�2



�������� ��	 
� ��
 ���� ���� ������� −∂W (P )/∂(bs) � 0 �� ���������� �

1 +
E [B(bs)]

E [M(bs)]
�

E
[
v′(cD)

]
λ · E [M(bs)]

, ����


���� E [B(bs)] ��� E [M(bs)] ��� ��� ��������� ��� ���������� ����� ������ � � �������� �������� � bs�

������ ���� � � ���! ������� � ��� ������ ����� "��� �� � ������ ��������� �������� � � �������� � bs

���� �� ��� ������� #��������� �������� ���� �� ��� s ��! �������� 
� ������� �
�� ������� ���� �� ��

��� s ��� ��������� ������� �� ��� ���� ������

� �����������	
 �	������� 	�� �	�	

��� ������	��
��� �����
	��

$� � �� ���! �������� ��������� ������� ��� ����� �������� ������� ���� ������ ����� �����������

�� ������ � ������ ������% ���������! ��������� �&'�� ��� ���� ��������� �('�� ��� ������!���� ���������

�)'�� *�� &' ������ �� ������� �! � ��!��� ��� � ������ ����� ��� ������� ������� �������� �����������

� 
� ��� ���
 ��� ���� ���������� ��� 
��� �� ����� + ��������� !���� 
����� ��� ���� �, !����� ��&' ����������

���� ������ ����� ���������� � ��� ���� &' -��� .���!��� �� ��� &' -�� ���� ���� 
������ ��� ���������

����� ��� ����� ������������ �� &' �������� '��������!� ��� �������� ��� ��� )�(� &' ���������� ��� ��

�������� � ��� 
� ���� *��� � ���� � ���������! ��������� ��� ��!������� �������� ��� �������! � ��� �������

���������� ��� ��� ���������/� �������� �������� �������!� �� ���������� �� ��������� � �� ������ �� �� �����

�� ����� ��� ����� ��� ������ ��� ���������/� ������ � ��!����� ������! � ������ �� ����������� ������� �������!�

�� ����������	 
���� *�� ���������� � ��� ���������/� �������� �������� �������! ������� � 
� ������0

���� ��� 
������ ��� � ��� ��� �� ���
 � ���� � ������� �����	
	� ��� ���� ��������� ��������! ��� �� ���

1,� ���������� ���
 ��� 2(� ��� �
����� &' ������� �� ��� �������� �������! ��� ���� ������� � ���� +,3

� ��� �������� �������! � � ������! ����� �� �	� �����	���� �������� ��� ���������� ���� �� �������� �

����! ����� ���������� ���� ��� 2(� �
� ���� 
� �� �� �� ����� �, !���� 
����� ��� ���� �+ !����� ����

� ���� �� �������� �������! � ���� ���� +,3 �� � �
�
��� ����������� *�� 2(� 
�� +4 ����� ��� ��� � 	,�	

��� 
�� ��������� �� ����� ��0!��� ����� � ��� 1, �! 	,�4� 5� ������ ��� �������� �� ��� 2(� � �������!

����������� 	���� 
������ ��� �����
��
�� 	���� ����
��� �� �����	����� 
�����
�� �
�� ����� ��� ������
�	 ������ ��� ����
�����
��
�� 	���� ����
��� �� �������	����� �
�
���	 ����
��� �� ��������	 ������
���� ��� ����
��� 
�������� 	���� 
������� 	
��� ����� ��� ����	 ��� ������ ���� ��� � �� �� � ��!
��� �� "� 
�������� 	�������� 
�������� 	���� ����
������ ���� ���
����	 
� ��� �
��
�
�	 
� #���������$ ��� ���� �������
�� ����� �!
��� �� �!��
�
� �
�� �� ����
�	
�� 
���
�������

��%�
�

�
�	 ��������� ��� ���� ���
�� ��� ���
���
���� ��� ��
���� ����
����� ���� ��� &'( ���������� ����� ��� �� ���������
�������
��� 
� ���� �
�
���� �� � �����
)�� �� ���
���
���� �� ��
����� �� ����
���� ���� ���� ������ 
� � ���
���
���� �� ��
����
�������
�� ��� *�� 	���� �� ���� 
� ��� ���� ������ "� 	�����

��(����� �� �
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��$ θR �� ��� %����
�� �	���� ������� �����
�&� �� θ ≥ θR ��� ���
� ������� �	���� �������
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� �
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 ���
� ���� θ ≥ θR ������� �	 �� �� v(z) < p (θ) v(b) + [1− p (θ)] v(z)− ψ '���

������� 	
 �	���� ������� ����� ��	�� 	� ��� �������� ������� 	� ������
� �	 ��(� �� ���� ������ �	
����	
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θ = θR$ �� ���	 �	��� �	� θ > θR$ #������ p′(θ) > 0 �
� b > z� ����$ 
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� ���� ���� �	���� ������� #�
�)��
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 ��� #��
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 ���� ��� �� ���������	
 ��
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� �	���� �������$ p(θ̂A)]v(b) + [1− p(θ̂A)]v(z)− ψ = v(z) 	� ψ = p(θ̂A) [v(b)− v(z)]$

����� θ̂A �� ��� �	�����	
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θ
u(w)− θ p(θ)

v(b) − ψ
u(w) − θ − ψ v(z) − ψ

θ∗

∂W

∂θ∗
= −u′(w − τ)

∂τ

∂θ∗
+

∞̂

θA

∂p(θ; θ∗)
∂θ∗

v(b)dF (θ)−
θRˆ

θA

∂p(θ; θ∗)
∂θ∗

(u(w)− θ)dF (θ)

−
∞̂

θR

∂p(θ; θ∗)
∂θ∗

v(z)dF (θ) +
∂θA

∂θ∗
p(θA)f(θA)

(
u(w)− v(b) +

ψ

p(θA)
− θA

)
︸ ︷︷ ︸

θA

∂τ

∂θ∗
=

∞̂

θA

∂p(θ; θ∗)
∂θ∗

bdF (θ)− b
∂θA

∂θ∗
p(θA)f(θA)−

∞̂

θR

∂p(θ; θ∗)
∂θ∗

zdF (θ)

B(θ∗) ≡ b
(
∂θA/∂θ∗

)
p(θA)f(θA), MW ≡

− ´ θR
θA

(∂p(θ; θ∗)/∂θ∗) dF (θ) MZ ≡ − ´∞
θR

(∂p(θ; θ∗)/∂θ∗) dF (θ) M(θ∗) ≡MW b+MZ(b−z)
−∂τ/∂θ∗ = B(θ∗) +M(θ∗) ∂W/∂θ∗

θ∗



θL θH > θL p(θ; θH) < p(θ; θL)

θAH > θAL θAL θL θAH

θH θR

p(θ; θL) p(θ; θH)

θ < θAH θ ∈ [
θAL , θ

A
H

]

πMA = F (θAH) − F (θAL )

θAH

πAA = 1 − F (θAH)

WH WL S ∈ {H,L}

WS = u(w − τ) +
´ θAS
0

(u(w)− θ)dF (θ) +
´ θR
θAS

(1− p(θ; θS))(u(w)− θ)dF (θ)+

+
´∞
θAS
p(θ; θS)v(b)dF (θ) +

´∞
θR

(1− p(θ; θS))v(z)dF (θ)− ´∞
θAS
ψdF (θ).



��� ������� �	�
� �� ��� ��
���� 
����� ΔW ≡WH −WL � ���� ��

ΔW = u(w − τH)− u(w − τL) �����

−
θRˆ

θAH

[
p(θ; θL)− p(θ; θH)

]
[v(b)− (u(w)− θ)] dF (θ)−

∞̂

θR

[
p(θ; θL)− p(θ; θH)

]
[v(b)− v(z)] dF (θ)

−
θAHˆ

θAL

p(θ; θL) [v(b)− (u(w)− θ)]− ψdF (θ).
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���� ��� !������� ������� ���� ���

����� ��� � ���"������� 
����� � θ∗ ��� ��������� ��������� ���� � ���� ����� ������� �	�
�� #��� ���� ��� ���

����� 
��� �� � ������� 
����� θH → θL �� ���� θAH → θAL ���
´ θAH
θAL

p(θ; θL) [v(b)− (u(w)− θ)]−ψdF (θ) →
p(θAL ; θ

L)
[
v(b)− (u(w)− θAL )

]− ψ = 0 �� ��� ������� �� ��� ������� ����
��� θAL �

$��� ��� ���������� ������ 
�������� �� 
�� ������ ��� ��
�� �	�
� ���� �� ��� ��������� ��
�� �	�
�

BΔ ���� ��� ��
���
�� ��
�� �	�
� MΔ%

τL − τH = b ·
θAHˆ

θAL

p(θ; θL)dF (θ)

︸ ︷︷ ︸
≡BΔ

���&�

= +b ·
θRˆ

θAH

[
p(θ; θL)− p(θ; θH)

]
dF (θ)− (b− z) ·

∞̂

θR

[
p(θ; θL)− p(θ; θH)

]
dF (θ)

︸ ︷︷ ︸
.

≡MΔ

'�������� �� 
�� ���� ��� ������� �	�
� ����
���� ��� ��� ��
�� �	�
� �� u(w − τH) − u(w − τL) =

λ
(
τL − τH

)
= λ (BΔ +MΔ)� ����� λ = u′(w − τΔ) ��� τΔ ��
� ���� ��� �(����� �������� )� 
�� ����

��������� ����� �� ΔW � 0 ⇔

1 +
BΔ

MΔ
� LWΔ + LZΔ

u′(w − τΔ)MΔ
+

LMA

u′(w − τΔ)MΔ
���*�

�����

LWΔ ≡
θRˆ

θAH

[
p(θ; θL)− p(θ; θH)

]
[v(b)− (u(w)− θ)] dF (θ), ���+�

������� �� �� �	� 
������ ���� λ ���� ����� �	� ���������� �� �	� 
��������� ��
�� ���������� �� �	������� �������� �	�

������ ����� �� ������ �����
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LZΔ ≡
∞̂

θR

[
p(θ; θL)− p(θ; θH)

]
[v(b)− v(z)] dF (θ) �����

���

LMA ≡
θAHˆ

θAL

p(θ; θL) [v(b)− (u(w)− θ)]− ψdF (θ). ���	
�

�� ������� ��� ����� ��������� �� ����� ��� ��� ��������� ������� � ����� !�������� �� ���� ����� �� ���� ��

��������� ������ �� �������� ��� ��������� �� ��"�� �� ���#�������� �������$ ��� ���� ��� �������� ���� ��

��� �������� ������ �� ��� �������� ������ ���� ��� ���������� ���� LMA�

������� ���	
 �� ����
 ������ %������� ���� �&����� �'� �� ���

∂W

∂b
= −u′(w − τ)

∂τ

∂b
+

∞̂

θA

p(θ; θ∗)v′(b)dF (θ) ���		�

+
∂θA

∂θ∗
p(θA)f(θA)

(
u(w)− v(b) +

ψ

p(θA)
− θA

)
︸ ︷︷ ︸

(
 "� ��������� �� θA

����� ∂τ/∂b = −b (∂θA/∂b)p(θA)f(θA))+ ´∞
θA
p(θ; θ∗)dF (θ) = B(b) +M(b) �� ��� ������ �� ��)�� ��������� ��

��� � *� ������ ���� � ���������� ������ *� "����� b� �+� ���� ����������� ������� ���� ���		��

��
���� ����	� ���� %� ���� �� ���� ������� ���������� ��� ������ ���������� ��� ���� ������ *� ������

���������� ������� ��� ����� ������ ��������� �)��� ,������� � ������ &������ �� ��� � *� ������ �����

��������� ���"��� ����� ��� ������ ����������� !��� ���������- ��� �������� . ��� �� ����� ��������� . �����

*� �����"����� ���� θ∗ "� ������� ��� ��� ������ �� *� "������ b/

0�� ����� �� ��� �������� ������� ���� &������ �� ��� ������� ������ ��)� 1���� ��2 ���������� ��� ����

�� ��� ������� ������ ��)� �� ������� ��� ������ ������ (θ∗0 , b0)� 0�� ������ ���� ��������� ��� ���"��������

�� (θ∗, b) ���� �������� ��� ���� ����� �� ������ �������� 3������� ��� � ��� �� � *� ������ �������� ���� ���

���#������ *� ������ �� (θ∗0 , b0)� 0�� �������� �����4������ ����� ����� ��� θ∗ ������ b) ����� �� "� �������

�� �������� �������� �� 1���� ��2 ��� �������� ����� ������ � ��� ��� ����4����� ����� ������ �� ��� �����

���������� ���� � �������#��������� *� ������ ��������� ����� "������ ��� �������� �����"����� ����� �� 0��

������ �� ��� ������ ���������� �� ��� �5������ ����� ���������� ���� ��� ���������� ������ ���������� ��

1���� ��2 ��� ����4����� ����� �� ������ ����� ��� �������� ����� �� ����� ��������� ���� ��� *� ������ �����

�������� �������� θ∗ ��� ��� �������� �� b� 0�� ����� �� ��� �������� . ��� ����� �������� �� ��� ��������� .

�����������	��
� �� �� ��������� ����� ������ �� �� ���� ��� �� 	������� ����� ������ ��� �� �������� �� �
���� �� ���

���������	� �� ��� ���������� ��� � ������� ������ ���������� �� ������� ��� ������������ ���� ������� �� ����������
 ����� ��

������� �����	���� �� ������� ��� ���� ������������ ��� ���������
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������ ��� 	
����� 
	��� ����

����� ��� ���� 	���� 	�����	�� ��� ��� ���� ��� �������� �� ����� ��

∇W =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−∂W/∂b

∂W/∂θ∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

σ ·M(b)

γ ·M(θ∗)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠u′(w − τ) ������

����� σ ��� γ ���� �� ��� ��
 ������� ���� ����� ��� ��� ���� �	�� !	� ������ �� b ��� θ∗� ���
�"

������� #	������� �� ���� σ ≡ [1 +B(b)/M(b)] − [v′(cd)] / [u′(w − τ)M(b)] ��� γ ≡ [1 +B(θ∗)/M(θ∗)] −
[LW + LZ ] / [u

′(w − τ)M(θ∗)]� $����!	��� ��� 	
����� %& 
	��� ��� �� ����� �� ��� ����	

∂θ∗

∂b

∣∣∣∣
opt

=
γ

σ
· M(θ∗)
M(b)

. ����'�

$�� ���� 	! σ ���������� ��� ������	� �� ���� ������� ��	 �� �� ��( ���� ��! σ ≷ 0 ⇔ −∂W/∂b ≷ 0 ⇔ ∂b � 0��

)��������� ��� ���� 	! γ ���������� ��� ������	� 	! ��( ������ �� θ∗ ��! γ ≷ 0 ⇔ ∂W/∂θ∗ ≷ 0 ⇔ ∂θ∗ ≷ 0��

σ ��� γ ��������� ��� ������	� 	! ���!���"�������� ��( ������� �� b ��� θ∗� ����� ��� ����	 γ/σ ����������

��� 	
����� %& 
	��� ���� (∂θ∗/∂b)opt� b ��� θ∗ ���� ��*�����  ����� +���� !	� � �������! � �����
������	�

	! ��� 	
����� ������	� �� �	�����,� �� ��� ���
����� �������� ���� �*��� 	! � 	��  ��� ����� �� b ���

θ∗ ���
�������� $��� ����� ���� ��� 	
����� ������	� �� ��
������ �� ����� 	! � �������� � �	���� ����� ��

���� 	���- #	� � �������� 	��"�	���� ��� ��	� �� ���� 	��� � � �	 �	��� %& �������� %& ����������� � ���

��	 �� �� ��( ���� � � ���� ���� 	��� ��� ���������� ��� �� �� γ/σ �	������

&� ��� ��
����� ��
���������	� �� !	 � 	� ��� �������� 	�
����	� 	! ��� ��	 ����� ����� ���� ���

������� 	� ���������� ����������� � ����� $�� ��
���������	� 	! ��� 	
����� 
	��� ��� ��. ���� ���������� ���

��� ���� ��� �� /� ��0 ��� ���� 	� 	�� �
��	�� ������ ��� ������ �	 �	 ���� ����	 � ���	�� ��� �
��	���

$�� �������� 	�
����	� �� �	�� �	� �� �� �� ��  �� ��	�� �	���� ��� ��� ��������� ���� � ���
����� �	 ���0

��� ��	 
	����� �� �� ��	� ����� 	��

��� ������	 
���	

�� �������	�
�� �� ���
� ������� /� 
�	��� �� � ������� ��� �� ��� ��� ���	� 	! ��� ����� �	��� ��

��� ���� ����� $�� ��� 
 ����	�� ��� ����� �	��� � � ������� �� �� ��	 ��
	����� �������	��� #����� �� ������

��� �	��� �	 T 
���	��� �	 ������ ���� �	 ��0� �����"���
	��� �����	��� )�	��� �� ���	� θ ���� �� ���� ��

	���� ����� ���������� ��	��� ��	��������� 	��� ��� �����1� �������� ���� �	��,	�� 2�� Xi,t = {θi,t, Ai,t, χi,t}
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θi,t i t Ai,t

χi,t

Xi,t i t

Ai,t+1 = (1 + rt)Ai,t + bi,t(Xi,t)− cDi,t(Xi,t)

Ai,t+1 = (1 + rt)Ai,t + wi,t(Xi,t)− τi,t(Xi,t)− cEi,t(Xi,t)

Ai,t+1 = (1 + rt)Ai,t + zi,t(Xi,t)− cZi,t(Xi,t).

bi,t(Xi,t) i t Xi,t

wi,t(Xi,t) τi,t(Xi,t) zi,t(Xi,t) {
cDi,t(Xi,t), c

W
i,t(Xi,t), c

Z
i,t(Xi,t)

}
αi,t(Xi,t) ∈ {0, 1}

ωi,t(Xi,t) ∈ {0, 1}

θi,t χi,t Xi,t



������ �� Di,t,Wi,t ��	 Zi,t
 �����������
 ��� ���������� ����
 �� ����	 t
 ����� i �� � �� ������ ��������


�� ������	 ������
 �� � ������ ������� ��������� ����� ������������ ��� ����� ��

Di,t = 1−
[

t∏
k=0

(1− αi,k(Xi,k) · p (θi,k, θ∗k))
]

����� 

Wi,t = ωi,t(Xi,t)

[
t∏

k=0

(1− αi,k(Xi,k) · p (θi,k, θ∗k))
]

����! 

Zi,t = (1− ωi,t(Xi,t))

[
t∏

k=0

(1− αi,k(Xi,k) · p (θi,k, θ∗k))
]
. ����" 

��� ���������� ����� i ����������� �� �� �� ����	 k �� αi,k(Xi,k) · p (θi,k, θ∗k)� #����
 ��� ���������� ���� ��

����� �� ��� ��� �� �� �� ����	 t ��
[∏t

k=0 (1− αi,k(Xi,k) · p (θi,k, θ∗k))
]
� $��� ���� ���
 ωi,t(Xi,t) �� ��� ���

�� ��	���	%��� ���� ��	 1 − ωi,t(Xi,t) ��� �� ������ ������� ���������� &� ���%�� ���� ��� ���� ���������

����� � �' ���� ψ ��	 ������(% ���������� ��� ��������� Λi,t = αi,t(Xi,t)
∏t−1
k=0 (1− αi,k(Xi,k)) ∈ 0, 1 ��	������

������� ����� i ����� ��� ��� ���� ���� �� ����	 t� ��� ����� ����� ���������
 	��%������ �� ���� θi,t ��	 χi,t


������ ���������� �������� ���� ���
 �� �������
 	���	 �� ������) �������� ��� �'�������� ������� E [·]
����� ���%��� ��� ����%���� �� ��� ����� ��������� ��	 ���������� ����������� ������ ��	���	%��� ��	 ����� ��

��� �����)� ������ �� ���� ����� ��

Vi(P ) = maxE

[
T−1∑
t=0

βt
(
v(cDi,t) ·Di,t + v(cZi,t) · Zi,t +

(
u(cWi,t)− θi,t

) ·Wi,t − Λi,t · ψ
)]

���*+ 

+E

[
T−1∑
t=0

βtμDi,t
(
(1 + rt)Ai,t + bi,t − cDi,t −Ai,t+1

)
Di,t

]

+E

[
T−1∑
t=0

βtμWi,t
(
(1 + rt)Ai,t + wi,t − τi,t − cWi,t −Ai,t+1

)
Wi,t

]

+E

[
T−1∑
t=0

βtμZi,t
(
(1 + rt)Ai,t + zi,t − cZi,t −Ai,t+1

)
Zi,t

]
.

������� ���	
 �� � �������� &� �����	 �� ��� ���� ��� �� �� 	�	 �� ��� ������ ���������� &� ����

��� % ��� %���������� ������)� ������ ��	 ��%	� ��� ����� �� ���� ��������� �� ����������� �%���� ��� ������

������ ��'���,�� ������ ������� �� �������� ��� ���������� �� �� ����������� θ∗s ��	 �� ������ �%������ bs ��

���� ����	 s� &� 	����� ���� 	��������� ����� �� P = {θ∗s , bs}T−1
s=0 . ��� ������ ��������� ������

���� ������ ���� �	
��� ������� ������ ��� �� �	� �� ���	����� ������ ���� ������� ���� �� ����� �	 ��� �	� ��� ������� �� ��

��� ����� 	� ����� ����	��� 	� ����� 	� �	
��� ������ �� ����	� k�
����� 	�����	� E [Y ] ���������� ��� �������� Y 	��� ������ 	� ������ ��� �
�	�� ������������ ���� E [Y ] =

´ ´
Y (Xi,t)dF (Xi,t)di

���� F (·) �� ��� ����������	� 	� ����� ��������� X(i, t)� �	��
� ���� ���� �� �  �!���� �	�������	�" ��� 	��� ������
��	� � ���	��

	� ���� ����������	� 	� ����� ��������� �� ���� �� �	�� �	� ����
��� ������ 	� ��� �������#� �	��
� ����������� P = {θ∗t , bt}T−1
t=0 � ���

��	����	� 	� X(i, t)� �	����� 
�� ������ 	� ����� i′� 
�	�
�� ��
� ���������� ������ 	� ��� �	��
� ����������� P � �� ��� ���

	�����	� E [Yi,t] =
´
Y (Xi,t)dF (Xi,t) �	 ���	�� ��� �!��
����	� ����� ����� ��������� �	� � ����� �����������

-*



max
P

W (P ) =

ˆ
i

Vi(P )di+ λ
(
G(P )− Ḡ

)
������

��	
	

G(P ) =

ˆ
i

E

[
T−1∑
t=0

(1 + rt)
−t

(Wi,t · τi,t −Di,t · bi,t − Zi,t · zi,t)
]
di ������

�� �	 �����	
� �	 
	�	��	� Ḡ �� �� 	���	���� 
	�	��	 ����
��� ��� λ �	��	� �	 ���
���	 �������	
 �� �	

�����	
�� ����	 ����
����

���� �����	��� 
� ��	������ ����� ��	 ��������� �
�������� ���
��	
� 	� �	 ������ !" �����#

P = {θ∗s , bs}T−1
s=0 .

����������� �� ������ ��� �	
����� ������ ������
��� �� ���������
�	� �� θ∗s � �����
	 ���������� �� �� �	����

��	��� ��	�� �� ������ s� θ∗s � ���� ��	�		�

1 +
E [B(θ∗s)]
E [M(θ∗s)]

=
E [LW ] + E [LZ ]

λE [M(θ∗s)]
����$�

�����

E [M(θ∗s)] ≡ E

[
T−1∑
t=s

(1 + rt)
−t (

MWi,t
(bi,t + τi,t) +MZi,t

(bi,t − zi,t)
)]

����%�

�� ��� ����
���
	 ���
	 ����� 
�� E [B(θ∗s)] ≡ ∂G(P )/∂θ∗s − E [M(θ∗s)] �� ��� ���
����
	 ���
	 ������ MWi,t
��

��� ����
���
	 ���	������ �����

MWi,t ≡ −ωi,t
⎛
⎝αi,s · ∂p(θi,s, θ∗s)

∂θ∗s

t∏
k=0,k �=s

(1− αi,kpi,k)

⎞
⎠ ����&�


�� MZi,t �� ��� ����
���
	 ������ ������������ �����

MZi,t ≡ − (1− ωi,t)

⎛
⎝αi,s · ∂p(θi,s, θ∗s)

∂θ∗s

t∏
k=0,k �=s

(1− αi,kpi,k)

⎞
⎠ . ����'�

E [LW ] 
�� E [LZ ] ������ ��� �����
��� 	����� ��� ��������
	� ��� ������ �� ��� 
�� ���������� �� ��	�
��

������� ����������	� 
�� 
�� ������ ��

E [LW ]≡ E

[
T−1∑
t=s

βt
(
MWi,t

(
v(cDi,t)−

(
u(cWi,t)− θi,t

)))]
����(�

E [LZ ]≡ E

[
T−1∑
t=s

βt
(
MZi,t

(
v(cDi,t)− v(cZi,t)

))]
. ����)�

&$



������ ��� ������

������� ���	
 �� ������� �� �����
��

�������
��� �� ����	
 ��
 ����
��� ����
� ���������� �� ���
�
������
 �� bs ��� ��� 
����� s� ��
 ���	��

�� �
�
�� �
�
� �� 
���� s �������

1 +
E [B(bs)]

E [M(bs)]
=

E
[
v′(cDs )

]
λ · E [M(bs)]

�	�
��

��
�
 E [M(bs)] ≡ E

[
(1 + rs)

−s
(Di,s)

]
�� ��
 	
�������� ����� 
�
�� �� ��������� �� �
�
���� E [B(bs)] ≡

−∂G(P )/∂bs − E [M(bs)] �
���
� ��
 �
�������� ����� 
�
�� ��� E
[
v′(cDs )

]≡ E
[
βsDi,sv

′(cD)
]
�

������ ��� ������

��
���� ����	� ����  ��!���
� ��� ���� ��� ������ ���������� �� ��� ���� ����� ��� ������� ������

���� �� ����� ��� ���� ��� ������ �� ����� ��� �� ��� ������ ������ �� �������� ����!�� ���� ���������� �"#� ���

�""� ���� ����������$� ��� ������ ���������� �� ������ ���������� θ∗s ��� bs�

%��� ���!� �� ��!�

∂W

∂θ∗s
= γ ∗ E [M(θ∗s)] ∗ λ �	�&#�

�����

γ ≡ 1 +
E [B(θ∗s)]
E [M(θ∗s)]

− E [LW ] + E [LZ ]

λE [M(θ∗s)]
�	�&"�

���

−∂W
∂bs

= σ ∗ E [M(bs)] ∗ λ �	�&
�

�����

σ ≡ 1 +
E [B(bs)]

E [M(bs)]
− E

[
v′(cDs )

]
λ · E [M(bs)]

. �	�&&�

'��  ������� ��

∇W =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−∂W/∂bs

∂W/∂θ∗s

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

σ ∗ E [M(bs)]

γ ∗ E [M(θ∗s)]

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠λ. �	�&(�

'�� ������� ���� � �� ��� ���������� �� )� ��� ������� ����� ��� ���� ���� � �� )� ����*�� �� ����  �!�� ��

∂θ∗s
∂bs

∣∣∣∣
opt

=
γ

σ
· E [M(θ∗s)]
E [M(bs)]

, �	�&+�

����� γ ��� σ ������ ��� ��,������ ������� ��� ���� ������ ���� ��� ��� ���� ������ ����*� �� ���� �� θ∗s

��� bs� ��������!��� ������ ��� �� �� �� γ ��� σ ��������� ��� ��������� �� ��-���������

+(



∂W

∂θ∗
� 0 ⇐⇒ 1 +

B(θ∗)
M(θ∗)

� [v(b)− (u(w)− θ̃)]MW + [v(b)− v(z)]MZ

u′(w − τ)M(θ∗)

∂W

∂θ∗s
� 0 ⇐⇒ 1 +

E [B(θ∗s)]
E [M(θ∗s)]

�
E

[∑T−1
t=s β

t
((
vi(c

D
i,t)−

(
ui(c

W
i,t)− θi,t

))
MWi,t +

(
vi(c

D
i,t)− vi(c

Z
i,t)

)
MZi,t

)]
λE [M(θ∗s)]

.

F (c) c

U(c) L(c) F c

F

F ′(c) = U ′(c) = L′(c

W (P )

P P = {θ∗s , bs}T−1
s=0 W (P ) ≥

W (P ) ∀P U(P ) = W (P )

U ′(P ) = 0
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�

����	� ���������� ��	��	�	 �� ��� ������ ������ ��� V̄i(P ) ����� ��� �����	 ������� 
������ �� 	�� 	����	 ��

��� �������� ���� �	 ������� ��� ������ P̄ ��� ��� ��� ������ �	 ������ �� ������ P � ���� �	� ��� ��� ��������

�������	 P ��� ���� ���	 �� �� 
	� ��� ��������� ���������� V̄i(P ) ≤ Vi(P )� !	 � ����� 	
����� �
���� ��

��� ���� L(P ) =
´
V̄i(P )di+λ

(
G(P )− Ḡ

)
� ��� ���������� �� ���	 ����� 	
����� �
���� ���� ��	���� �� θ∗s �	

∂L(P )

∂θ∗s
= E

⎡
⎣T−1∑
t=s

βt

⎛
⎝αi,s · ∂p(θi,s, θ∗s)

∂θ∗s

t∏
k=0,k �=s

(1− αi,kpi,k)

⎞
⎠{

v(cDi,t)− v(cZi,t) · (1− ωi,t) . . .

. . . − (
u(cWi,t)− θi,t

) · ωi,t}]+ λ
∂G(P )

∂θ∗s
. "!�#$%

&� �� �������	� ��� ����� '	��� �(��� ∂G(P )/∂θ∗s ��� ��� ��������� �� ���������� '	��� �(���� ���

��������� �(��� �	

E [M(θ∗s)] = −E

⎡
⎣T−1∑
t=s

(1 + rt)
−t
⎛
⎝αi,s · ∂p(θi,s, θ∗s)

∂θ∗s

t∏
k=0,k �=s

(1− αi,kpi,k)

⎞
⎠ (bi,t + τi,t · ωi,t − zi,t · (1− ωi,t))

⎤
⎦

�� �� ��'� ��� ���������� '	��� �(��� �	 ��� ��	��
�� E [B(θ∗s)] = ∂G(P )/∂θ∗s−E [M(θ∗s)]�
�� ��� ��(���������

	������ ����� ��� ������	 ���� ∂W (P )/∂θ∗s = ∂L(P )/∂θ∗s = ∂U(P )/∂θ∗s = 0 �� ��� ������� ������� )� �	

��� 	�������������� �� �������� "!�#$% �� "!�*#%�

������ +����	���� *�

&� ����� ��� 	��� ����� �� ��� ������� ,) ���'� ������ �	 � ��� ������
	 ������ &� ����

∂L(P )

∂bs
= E

[
βsμDi,s

]
+ λ

∂G(P )

∂bs
. "!�#-%

��� �����	 '�	� ����� ������� ������	 E
[
βsμDi,sDi,s

]
= E

[
βsv′(cDi,s)Di,s

]
� ,�'� ��� ��������� '	��� �(���

�	 E [M(bs)] = E

[
(1 + rs)

−s
(Di,s)

]
�� ��� ���������� '	��� �(��� �	 ���� ��'�� �	 ��� ��(����� ������

����� '	��� �(��� �� ��������� '	��� �(��� E [B(bs)] = −∂G(P )/∂bs−E [M(bs)]� &� ���� ���� ∂W (P )/∂bs =

∂L(P )/∂bs = ∂U(P )/∂bs = 0� )� �	 ��� 	�������������� �� �������� "!�#-% �� ����� "!�*.%�

������� ���	
 �
��	
�� ��������
� ������ ����������� ������ !�����
	 �� ��� ��	�
		�� �

��� 	����� ������ ��	���� � ��	����� ����� � ����������� �
��	 � ������ s ���� θLs �� θHs > θLs � �� ��/

	����� �
� ��������� 	��
�� �		
�� ���� 	������		 �� ,) ����������� �	 ����� θ∗ = θH � 
��� ��� s �� ��/

��� ���������	� ���	 �	 ������ �� ������ PL = (θH0 , . . . , θ
H
s−1, θ

L
s , θ

L
s+1, θ

∗
T−1; b0, . . . , bT−1)� ��� ������

�� 	�
�� ����������� �����	�� ��� ��� �� ����0�� 	������ ���� s �� s + 1� ���	 �����	���	 �� ������
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PH = (θH0 , . . . , θ
H
s−1, θ

H
s , θ

L
s+1, θ

∗
T−1; b0, . . . , bT−1)� ��� aHi,t ������ ��� 	

��	���� ������� �� ��������	� i ��


����� t �� ��� 
���� �� PH 	�� aLi,t ������ ��� 	

��	���� ������� ����� 
���� PL� ��� ������� ����	�� ����

��

ΔW = W (PH)−W (PL) ������

=

ˆ
i

Vi(P
H)− Vi(P

L)di+ λ
(
G(PH)−G(PL)

)

	������� ��	� λ �� ��� �	�� ����� ���� 
������� �� 	� 	�	�� ����
��� ���  �	� ���� G(PH)−G(PL) ����
��� ���	��	� 	�� ���	����	�  �	� ����� ��� ���	��	�  �	� ���� �� ����� ��

E [MΔ(θ
∗
s)] ≡ E

[
T−1∑
t=s

(1 + rt)
−t (

MΔWi,t
(bi,t + τi,t) +MΔZi,t

(bi,t − zi,t)
)]

����!�

����� MΔWi,t
�� ��� ���	��	� ��
������� ����

MΔWi,t
≡ ωi,t

⎛
⎝αHi,s · [pLi,s − pHi,s

] t∏
k=0,k �=s

(
1− αHi,kpi,k

)⎞⎠ ���"#�

	�� MΔZi,t �� ��� ���	��	� ���� � ������������ ����

MΔZi,t ≡ (1− ωi,t)

⎛
⎝αHi,s · [pLi,s − pHi,s

] t∏
k=0,k �=s

(
1− αHi,kpi,k

)⎞⎠ . ���"$�

��� ���	��	�  �	� ���� ��% 	� �� ��� ��	�� �����% ������ �� 	��	�� 	

��	���% αHi,s = 1 ������ ��� 	

��

����� ��� ����� ����� 	� 	�� s�% 	�� ��� �	��� �� ����� 	�	�� 
���	������
[
pLi,s − pHi,s

]
� ��� ��	�� �� 	��	��

	

��	��� 	� 	�� s �� ����� �� πAA = E

[
αHi,s ·

∏s−1
k=0

(
1− αHi,kpi,k

)]
��� �� �� �� ��� ���	����	�  �	� ���� 	�

��� ������	� E [BΔ(θ
∗
s)] ≡

(
G(PH)−G(PL)

)− E [MΔ(θ
∗
s)]� ��� ���	����	�  �	� ���� �� ������ �� �	���� ��

��� 	

��	���� ���	���� 	�� 
������	� ����� �	���� �� ���	���� ����� ����� 	��� ��� ����� ��	�� ������������

F (Xi,t)�� ������� ��� ��� ���	����	�  �	� ���� �� ��������� ��	��� �	�� �	����� 	� �	���� &�
���	���%

�� ������ ��� �	�� ���	���� �� �����	���� ��� ���	�  �	� ���� 	�� ��� ���	��	�  �	� ���� 	�� ���� 	���	��

��� ���	����	�  �	� ���� 	� ��� ������	��

'����	���% �� 	� ����� ��� �����	�� ���� 	�

ˆ
i

Vi(P
H)− Vi(P

L)di = E [LΔW ] + E [LΔZ ] + E [LMA] ���"(�

����� ����� �� 	��
��� ��������� �� πMA = E

[[
αL
i,s − αH

i,s

]
·∏s−1

k=0

(
1− αH

i,kpi,k

)]
.

)*
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E [LΔW ]≡ E

[
T−1∑
t=s

βt
(
MΔWi,t

(
vi(c

D
i,t)−

(
ui(c

W
i,t)− θi,t

)))]
����	


E [LΔZ ]≡ E

[
T−1∑
t=s

βt
(
MΔZi,t

(
vi(c

D
i,t)− vi(c

Z
i,t)

))]
�����


�� E [LMA] ≡
´
i
Vi(P

H) − Vi(P
L)di − E [LΔW ] − E [LΔZ ] > 0 �� ��� ������� ���� ��������� ���� ����������

�������� ��� ������� ����� �� � ������� ������ �� ��������� ΔW � 0 ⇔ ��

1 +
E [BΔ(θ

∗
s)]

E [MΔ(θ∗s)]
� E [LΔW ] + E [LΔZ ]

λE [MΔ(θ∗s)]
+

E [LMA]

λE [MΔ(θ∗s)]
. �����
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 �� ������� ��� �	����� �������� �	 ��������������������� ��������
 �� 	������� ��

�� ����������� ��� ��������	������ ��� !"# $%�� �� ��& ��� '"
 �	 ����� ��� ������������� 	� �������


������
 ��� ��(� ����������& �)� �	��	� ��� ���� ����� �	 ����� ��� ��������������� 	� �������
 ������
 ���

��(� ��	�����&" *	 ��� +,-�.! ������
 �� �	��� 	� ��� ���� ./ ��� .0 ��� �	���� ��� +,-�.! �	�	� �	 ���

+,-�.0 �	�	�& 1�� +,-�.0 �	�	� ����� ���2�� �� ����������� �������� �� ��� .0
 ����� ����������� ��������

�	 ��� +,-�.! �	�	� �� ����� �� �	�� ����& *	 ��� +,-�.' �������
 �� �	��� 	� ��� ���� .. �	 .! ���

�	���� ��� +,-�.' �	�	� �	 ��� +,-�.0 �	�	�& 1�� +,-�.0 �	�	� ����� ���2�� �� ����������� �������� ��

��� .0 ��� ��� .!
 ����� ����������� �������� �	 ��� +,-�.' �	�	� �� ����� �� ��� ��� ������� .. ��� .!&

)� ���	�� �� a ��� ��� ����	�& �� ��� ��3� ��	 (�����4 a = A57 �� ��� ��� ����	� ��	(� ./ ��� a = B57

�� ��� ��� ����	� ���	� .0& )� ���	�� �� c ��� �	�	�# c = T �� ��� +,-�.0 �	�	� ���� �������� �	�	�"

��� c = C �� ��� +,-�.! �	�	� ���� �	��	� �	�	�"& *	 ��� +,-�.' ������
 c = C ���	��� ��� +,-�.'

�	�	�& )� ��(� � ����� ��������� Z
 �5��� �	 	�� �� �� ����������� �� ���2�� ��� 6�	 	�������
 ���� �� Z = 1

�	 (T,A57) ��� Z = 0 �	 (T,B57), (C,A57)
 ��� (C,B57). AP �� �� �������	 ������ �� ����(����� �������

�	 �� ����7��& *	��	���� ��� �	������� 	���	��� �����	3
 AP ��� ��3� ��	 �	������� (�����4 AP0 �� ���

�	������� (���� 	� AP �	 Z = 0 ��� AP1 �� ��� �	������� (���� 	� AP �	 Z = 1& )� ��� �	� ����������� ����

�	��� 	� ����������4 ������ ���������� �AP0 = AP1 = 1"
 ��(� ���������� �AP0 = AP1 = 0"
 ��� �������

���������� ��	 	��� ����� ���� �� ����������� �������� �� ���2�� �AP0 = 0 ��� AP1 = 1"& )� ��7�� ���

������� �	��� 	� ��	����� �� ��� ���� ��� ������ 	� �� �������	 DI
 ����� �� 	�� �� �� ����(����� �� ������

�� ����7�� ��� 6�	 	�������& DI0 ��� DI1���	�� ��� �	������� (����� 	� DI �	 Z = 0 ��� Z = 1&

8��������� ��� �2������ (���� 	� � ������������ X �	 ��(� ���������� �� ��������	���& -�� ����(������ ��

(T,A57) ��	 �	 �	� ����� �	 �� �� ��(� ���������� �� �� ������ AP1 −AP0 ≥ 0
 ��� ������� �	�	�	������

��������	� �� ��� ����������� (������� ��������&�� )� ��� �������� ��� �	�����	��� (���� 	� � ��(� ���������

������������ E(X|AP1 = 0, T, A57) �� ��� �	���	����� ������ ���� 1
Nna

T,A57

∑
iε(T,A57)Xi· I(APi = 0),����

i �� ����(����� ��� Nna
T,A57 �� ��� ����� 	� ��	��� �� (T,A57) ��	 �	 �	� ����� �	 �� ��� I(APi = 0) ��

�5��� �	 	�� �� �� ����(����� ��� �	� ������� �	 �� ��� 6�	 	�������& )� ��� ��� ���� �	��� �	 �������� ���

�2������ (���� 	� � ������������ �	 � ��(� ��	����&

8��������� ��� �2������ (���� 	� � ������������ �	 ������� ��� ������ ���������� �� �	� �����������

��� �5���� ������	��� ��������	�� �$%�� �� ��&
 �� '"& 1�� 3�� ������� �� ���� ��� �2������ (���� 	� �

������������ X �	 ��� ���������� �� (T,A57) �� � �������� �(���� 	� ��� �2������ (���� �	 ������� ���

����� ��������	��
 ��������� ���� �� ���
��� �����	���� ��� ���� ����
 ���� �� ����������
 ���� ��� ����	� �� ��� ����
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E(X|AP0 = 0, AP1 = 1, T, A57) =
πma + πaa

πma
· E(X|AP1 = 1, T, A57)− πaa

πma
· E(X|AP0 = 1, T, A57) ������

��� πma = Nma
T,A57/NT,A57 �	� πaa = Naa

T,A57/NT,A57 �� 
� ����� �� �����	�� �	� ������ �������	
� �	

(T,A57)�
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APiac = α+ βa + γc + δ Zac + εiac, ����!�

��� βa �� � "�� #�
 ��� 
� �� ��	��� a = A57 �	� γc �� � "�� #�
 ��� 
� �����
 c = T � $� Z ��

�	��	�	
 ���� AP �	� �������
��	 
�	�� �	 
� �%�	� �� ����� &$ ����%���
� �� ������� ������ �����
��


�	 πaa = α + β + γ �� 
� ���� �� ������ �������	
�� πma = δ �� 
� ���� �� �����	�� �������	
�� �	�

πna = 1 − πaa − πma �� 
� ���� �� 	�� �������	
� �& ��������
�	 �	� &'(���
������ �)*+,�- ./��
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��	�� ���� �� �	 �������	
 ������
���
�� E(X|AP1 = 1, T, A57) %� 
� �������	��	� ����� ��	

(1/Na
T,A57) ·

∑
iε(T,A57)Xi· I(APi = 1),��� Na

T,A57 �� 
� 	��%� �� �������	
� �	 (T,A57) �	� I(APi = 1) ��

�	 �� �	 �	�������� ��� ������ ��� &$�

�������
�	� E(X|AP0 = 1, AP1 = 1, T, A57) �� ��� ��1���
� %���� � 	�� �
 
� � ��
�� �������	
�

�	 (T,A57) ����� ��� ������ �� ����%���
� �
�	����� �� �
���
� 
��
 �� � 	�� �%��� 
� ��
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���

AP0� 2�
 %���� �� ��	�
�	���
� � 3	�� 
��
 �	��������� ��� ����� ��	 ����%���
� �
�	����� �� �
���
 ����

����� ��	 ����%���
� �
�	����� �� ������ ������	� �� 
� ���
 E(X|AP0 = 1, AP1 = 1, T, A57) = E(X|AP0 =

1, T, A57)� $� 
�	�� �	 X �� ������� ������ �����
� �	�� �
���
 ����%���
� �
�	����� �	� Z �� �	��	�	
 ����

AP �	� X� � ��	 �
���
 E(X|AP0 = 1, T, A57) ���	� 
� ���	� �	 �������
��	� ��� �����
 C� E(X|AP0 =

1, T, A57) = E(X|AP0 = 1, T, B57) + E(X|AP0 = 1, C,A57) − E(X|AP0 = 1, C,B57)� � ��	 �
���


��� ��	
 �	 
� ����
���	� ��� %� 
� �������	��	� ����� ��	� (1/Na
T,B57) ·

∑
iε(T,B57)Xi· I(APi =

1) + (1/Na
C,A57) ·

∑
iε(C,A57)Xi· I(APi = 1)− (1/Na

C,B57) ·
∑
iε(C,B57)Xi· I(APi = 1).

���������� 	
� ��������� ������	�� �� ����� 	� AP0, AP1 ⊥ Z | a, c �� 	
� �������� 	��� ������	�� �� ����� 	�
E(AP0|A57, T ��E(AP0|B57, T ) = E(AP0|A57, C)− E(AP0|B57, C)�

!�
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 � ��� �	����� ��������� ��	� �� �	����� ������ �� 	�! ����	�� ����� �� ��� ��"���
 ������ ������� �	���
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�� ��+����� ���-� ���������"( ) ���' �&������ �� ��*�� ���� ���� �����, �� �� *�� ��� �$���&��� �� ����+� ���-� ���������"(
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σ ����� ��� ��#��  ���������� ������ ��	. !���

��� �������� ��� �������� #���� �� ���+ �#������� /��� &�* !��� ��� �!�� � �� "������� �� �������� "�����
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�) ��� �!�� � �� "������� ������� �!������ �������

�������� ����"���� ���� "� 1 ����� ��� � ��� ���� ��������� �� �!������ ��� �� ���� "������� 2����� �� ����

�#� �� ���+ �#������ �- ����"���� �� �!�� �� ���������  ��� ���� "������� ��� �#�� �� ���+ �#������ �"�#�

	�3� "������ ����� "� ��������� ��� ����"���� ���� ����� "� ��� ������� -� ���� ������ �� ��  ��� ������#� ��

�������� "������ ����  �+��� ����"���� ��� ������ &�!�� � ��������� �� ������ dθ∗
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i,t

(
vi(c

D
i,t)− vi(c

Z
i,t)

))]
"��##%

−E

[
T−1∑
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